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Sur l’etude de l’entropie des applications 

meromorphes 

Henry de Thelin 


Resume 

Nous construisons un espace adapte a l’etude de l’entropie des applications mero- 
morphes en utilisant des limites projectives. Nous en deduisons un principe variationnel 
pour ces applications. 


Abstract 

We construct a space which is useful in order to study the entropy of meromorphic 
maps by using projective limits. We deduce a variational principle for meromorphic 
maps. 

Mots-clefs : dynamique complexe, entropie. 

Classification : 32H50, 32Qxx. 


Introduction 

Soit X une variete complexe compacte de dimension k et / : X — > X une application 
meromorphe dominante. C’est la donnee d’un sous-ensemble analytique T(f) irreductible 
de dimension k dans X x X (le graphe de /) avec Pi|p(/) : r(/) — > X la restriction a 
r(/) de la projection sur la premiere coordonnee holomorphe, surjective et dont les fibres 
generiques sont reduites a un point, et P2\r(f) '■ r(/) — > X la restriction a T(f) de la 
projection sur la deuxieme coordonnee holomorphe et surjective. 

L’application / est holomorphe en dehors d’un sous-ensemble analytique I de X qui 
est l’ensemble des points x avec {pj _1 (®)} D T(/) de dimension superieure ou egale a 1. 
L’ensemble I est de codimension au moins 2. 

Un enjeu majeur en dynamique meromorphe est de calculer l’entropie topologique 
htop(f) de /. En effet cette question est liee a l’existence de mesures hyperboliques pour / 
(voir [4]). 

Pour certaines varietes complexes compactes, on a l’existence d’outils qui permettent 
d’etudier cette entropie : ce sont les degres dynamiques. Voici leurs constructions : pour 
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(X,uj) variete kahlerienne compacte et l = 0, • • • , k, si on note [r(/)] le courant d’integra- 
tion sur T(/), la forme f*(u l ) = {pi)*(p2(u l ) A [r(/)]) est a coefficients L 1 . On peut done 
considerer 

Si(f) = J /V) Aw*"', 

et le l-eme degre dynamique est defini par di = lim n _>._|_ 00 (<5/(/ n )) 1 / n . L’existence de 
cette limite a ete obtenue par A. Russakovskii et B. Shiftman dans le cas oil X = P fc (C) 
(voir [13]) et par T.-C. Dinh et N. Sibony quand (A, oj) est une variete kahlerienne compacte 
(voir [5] et [6]). 

Dans ce contexte, M. Gromov (voir [8]) pour le cas oil / est holomorphe et T.-C. Dinh 
et N. Sibony (voir [5] et [6]) pour le cas meromorphe ont montre que l’entropie topologique 
de / est toujours majoree par max/ = o,... k log di. 

II y a de nombreux travaux qui portent sur la minoration de cette entropie topologique 
ainsi que sur la construction de mesures avec une entropie metrique maximale. La situation 
est beaucoup plus delicate que pour les applications lisses : par exemple, il existe des ap¬ 
plications meromorphes de P 2 (C) avec d\ = d -2 = 2 (le degre topologique vaut done 2) qui 
sont d’entropie nulle (voir [9]). Dans ce type d’exemple la dynamique se concentre en parti- 
culier sur l’ensemble d’indetermination. Dans [9], V. Guedj conjecture que lorsqu’il y a un 
degre dynamique qui domine strictement tous les autres alors ht op {f) = max/ = o... log d;. 

L’idee dans cet article va etre de considerer des eclatements de X dans le lieu d’indeter¬ 
mination de / et de relever / en une application meromorphe dans cet espace. Ensuite nous 
recommencerons avec la nouvelle application et nous produirons done une suite d’espaces 
X n et des applications meromorphes F n : X n —> X n qui relevent /. Enhn, il s’agira de 
prendre une limite projective sur les (X n ). Nous obtiendrons ainsi un espace particuliere- 
ment bien adapte a l’etude de la dynamique de /. Signalons qu’une telle construction a 
ete realisee dans [11] pour un cas particulier et notons aussi le lien avec [2] et [3] ou les 
auteurs considerent l’espace constitue de tous les eclatements de la variete. 

Nous detaillerons le precede d’eclatements dans le paragraphe 1. Nous aboutirons a 
une situation qui peut etre formalisee de la fagon plus generate suivante. 

Notons Xq = X et Fq = f et admettons que l’on ait une suite (X n ) de varietes com¬ 
plexes compactes de dimension k et F n : X n — > X n une suite d’applications meromorphes 
dominantes telles que pour tout n > 1 on ait le diagramme commutatif suivant : 



ou 7 T n : X n — > X n _i est holomorphe, surjective et avec ses hbres generiques reduites 
a un point et s n : X n —> X n _\ holomorphe et surjective. Nous supposerons aussi que 

{x e X n _i , dim(7r“ 1 (x)) > 1} C I(F n _ i) 
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ou I(F r j_i) est l’ensemble d’indetermination de F n —\. 

On considere alors la limite projective X^ = HmX n qui est simplement ici 

X^ = {(x n ) € X n , ir n (x n ) = x n -i pour tout n > 1}. 

n> o 

Nous munissons X n d’une metrique dist n compatible avec sa topologie (pour tout 
n > 0 ) et sur X <*, on definit la metrique 


r- /.—- _\ ' dist n (x n , y n ) 

[X,V) = ^ o a n diam(X n ) 

avec x = (x n ) et y = ( y n ) dans Xqq, diam(X n ) le diametre de X n pour dist n et (a n ) 
une suite de reels strictement positifs avec ^ n>0 77“ < +oo. Cette metrique rend X^ 
compact. 

Nous allons maintenant definir un operateur a : X^ —> X ^ qui va relever /. 

Pour x = (. x n ) G Xoq, on pose 

cr(x) — ('Sn(^'n))n>l £ -^-oo- 

L’operateur a resout 1’indetermination de /. En effet, on a 
Proposition 1. L’application a est continue. 

Nous avons plusieurs systemes dynamiques : les F n : X n —> X n (dont le systeme initial 
/ : X —> X) et a : X^ —> X^. Le premier objectif de cet article est de donner le lien 
entre ces quantites : 

Theoreme 2. La suite ( ht op {F n )) n est croissante et 

htop{cr ) — SUp iLfop(F n ) ■ 
n> 0 

Pour l’exemple de V. Guedj enonce plus haut, nous verrons que ht op (cr) = log 2 = 
max log di. Cela renforce l’idee que a resout l’indetermination de /. 

Remarquons que l’espace X^ et l’application a dependent de la suite (X n ) consideree. 
Nous donnerons au paragraphe 1 un exemple de construction mais il peut t.res bien y en 
avoir d’autres. Par ailleurs, nous verrons que les quantites ci-dessus ne dependent pas du 
choix des distances dist n ou de la suite (a n ). 

Le second objectif de cet article est de donner une application de la construction de 
l’espace X^. 

Pour A C X, on pose = piip^^A) fl r(/)) et 
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ou le f^ 1 apparait n fois (pour n £ N). Remarquons que f~ n (A) peut-etre different de 
f~ n (A), en particular quand / n’est pas algebriquement stable. 

Le deuxieme theoreme de cet article est le principe variationnel suivant : 

Theoreme 3. On suppose tons les f~ n (I ) disjoints pour n € N. Alors 

htop(cr) = htop(f) = sup {h u (f) , v ergodique et u(I) = 0}. 

Remarquons que le principe variationnel n’est pas vrai en toute generalite (voir l’exemple 
3.1 de [9]), il est done necessaire de rnettre une hypothese sur l’ensemble d’indetermination. 

Notons aussi que ce theoreme est plus fort que le principe variationnel classique, qui 
est 


htop(f) = sup {h v (f) , v ergodique et v{I) = 0}. 

Void le plan de cet article : dans un premier paragraphe, nous donnons une construction 
possible des espaees X n et des diagrammes precedents. Dans le second, nous prouvons 
la proposition 1 et le theoreme 2. Ensuite nous detaillerons le calcul de hf 0 p(a) sur un 
exemple : celui de V. Guedj ou d\ = cfo = 2 et ht op (f ) = 0. Nous verrons que dans 
ce cas htop{a) = log 2. Enfin, dans le dernier paragraphe, nous demontrerons le principe 
variationnel. 

Remerciement : je remercie Tien-Cuong Dinh pour les discussions que nous avoirs 
eues au sujet de cet article. 

1 Construction des suites d’eclatements 

Dans ce paragraphe nous produisons une suite de varietes complexes compactes {X n ) 
et d’applications meromorphes F n : X n —> X n qui verifient le formalisme general donne 
dans l’introduction. 

On part de la variete complexe compacte Vo = X de dimension k , rnunie d’une distance 
disto et de F$ = / meromorphe dominante de X dans X. 

Les singularity de T(/) sont dans pj” 1 (J) nr(/). D’apres le theoreme de desingularisa- 

tion d’Hironaka (voir [10]), il existe une variete complexe compacte X X X, une sous-variete 
T(/) de X X X et une application holomorphe tt : X x X — > X X X (qui est une com- 
posee d’eclatements) telles que tt soit un biholomorphisme de T(f) \ (tt~ 1 (p ~[ 1 (I) fl T(/))) 
dans T(f) \ (pi\l) 0 r(/)). On a 7r(r(/j) = T(/). 

Remarquons que lorsque X est kahlerienne, X x X l’est aussi. En particulier, sous cette 
hypothese, X X X est une variete kahlerienne par un theoreme de Blanchard (voir [1]) et 
T(/) aussi en tant que sous-variete de X X X. 

Notons X\ = r(/), 7Ti = pi o 7T et si = p 2 ° 7T. On a tt\ holomorphe, surjective avec 
ses fibres generiques reduites a un point et si holomorphe et surjective. Ainsi on obtient le 
diagramme 
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Xt 

7T1 

L’application tt\ est bimeromorphe. On peut done considerer F\ = 7 r^ 1 o Fq o 7Ti qui 
est bien definie en dehors d’un sous-ensemble analytique de X\. En prenant l’adherence 
du graphe de F\ dans X\ x X\ on obtient ainsi une nouvelle application meromorphe 
F\ : X\ —>■ X\ . Coniine Fq est dominante, F\ Test aussi. On a bien obtenu le diagramme 
voulu dans l’introduction avec n = 1. Remarquons aussi que par construction 

{x € X 0 , dim(7r 1 " 1 (x)) > 1} C I(F 0 ) = I. 

On peut maintenant recommencer tout ce que l’on vient de faire avec X\ a la place de Xq 
et F± au lieu de Fq. En iterant le procede, on obtient ainsi une suite de varietes complexes 
compactes ( X n ) de dimension k et des applications meromorphes F n : X n —> X n qui 
verifient les conditions demandees dans l’introduction. 

Remarquons que lorsque X = Xq est kahlerienne, tous les X n le sont aussi. Comrne 
T.-C. Dinh et N. Sibony ont rnontre que les degres dynamiques sont des invariants birne- 
romorphes (voir [5] p. 961), on en deduit par recurrence que 

Lemme 4. Lorsque X est kahlerienne, on a 



di(F n ) = d^Fo) = dtif) 


pour tout l = 0, • • • ,k et n > 0. 


2 Demonstration de la proposition 1 et du theoreme 2 

Dans ce paragraphe, nous allons tout d’abord montrer que les resultats ne dependent 
pas des distances dist n sur X n et de la suite ( a n ) choisies. Ensuite, nous donnerons une 
construction de distances qui permettront de simplifier les preuves. Nous montrerons alors 
la continuite de a (proposition 1), puis que la suite ( ht op (F n )) n est croissante. Enfin, nous 
prouverons 1’egalite 


h top (o -) = sup h top (F n ). 

n> 0 

2.1 Independance des resultats aux metriques 

Tout d’abord, comme X n est compacte, l’entropie topologique ht op (F n ) ne depend 
pas de la metrique dist n (qui definit sa topologie) que Ton a choisie (voir la proposition 
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3.1.2 de [12]). Cela provient du fait que deux metriques topologiquement equivalentes sont 
uniformement equivalentes. 

Considerons maintenant deux metriques sur X^ construites comrne dans l’introduc- 
tion : 


+OO 

5(x, y) = J2 


n=0 


dist n (Xm Hn) 
a n diam(X n ) 


+oo 

et S'(x,y) = Y 

n=0 


dist' n (x n ,y n ) 
(5 n diam' (X n ) 


avec x = (x n ) et y = (y n ) dans X^, dist n et dist' n des metriques sur X n qui definissent 
sa topologie, diam(X n ) le diametre de X n pour dist n , diam'(X n ) celui pour dist' n , (a n ) et 
(/3 n ) des suites de reels strictement positifs avec a = ^2 n>0 < +oo et (3 = X^n>o < 

+oo. 

Montrons qu’elles sont topologiquement equivalentes. Comme Xoo est compact, on aura 
comrne precedemment que l’entropie topologique de a pour 5 sera la meme que l’entropie 
topologique de a pour S'. 

Soit e > 0. On choisit no € N tel que Yhn>n 0 ^ < §• 

Fixons n compris entre 0 et no — 1. L’application Id : (. X n ,dist ' n ) —> (. X n ,dist n ) est 
uniformement continue. II existe done r) n > 0 tel que pour tout x, y G X n avec dist' n (x, y) < 
r] n on ait dist n (x,y) < ■£-diam(X n ). 

Soit 


7] = mm 


Vn 


=o,— ,n 0 — i \(3 n diam'(X n ) J 


Pour x = (x n ) et y = (y n ) dans Xoo avec 


-boo 


p//^ dist (x n , y n ) 

6 (x,y) = > J—uV \ < 71 

n _Q Pndiam \X n ) 

on a dist'(x n , y n ) < r] n pour n = 0, • • • , no — 1. D’ou 


S(x,y) 


+oo 


E 

n =0 


dist n (x n ,y n ) 
a n diam(X n ) 


y^ 1 dist n (x n , y n ) e 
“ a n diam{X n ) 2 


< 


no—1 

E 


71=0 


ediam{X n ) 

2 aa n diam(X n ) 



e. 


L’application Id : {X^, S') —)• (X aQ ,S) est done uniformement continue. Par le meme 
raisonnement, on rnontre que Id : (Xoo,^) —> (X 00 ,S') Test aussi, d’ou l’equivalence des 
metriques S et S'. 

L’entropie topologique /q op (cr) et la continuity de a sont done independantes du choix 
des metriques dist n sur X n et de la suite (a n ). 
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Nous allons maintenant construire une suite de distances dist n sur X n qui aura une 
propriety de croissance qui permettra de simplifier les demonstrations. 

Pour cela, on part de metriques dist' n (pour n £ N) qui definissent la topologie de 
X n . En particular, les applications ir n : X n —> X n _ i sont holomorphes done continues. 
Notons disto = dist' 0 et disti(x,y) = disti(x,y) + disto(ni(x), 7Ti(y)) (pour x,y £ X\). 
On a disti et dist'i topologiquement equivalentes car est continue. En reconunengant le 
precede, on obtient une suite de distances dist n qui verifient que pour tout n > 1 et tout 
x,y £ X n , on a dist n (x,y ) > dist n -i(7ri(x),7ri(y)). 

Conime on a vu que les resultats ne dependent pas du choix des distances dist n sur 
X n ainsi que de la suite (a n ), dans toute la suite de Particle, nous prendrons la suite de 
distances dist n que nous venons de construire et (a n ) = ( 2 n ). 

Ainsi 


+OO 

5(x,y) = 


n =0 


dist n (x n , yn) 
2 n diam(X n ) 


2.2 Continuite de a 

Fixons x = (x n ) £ X^ et e > 0. Soit (x^) une suite de X^ qui converge vers x. 

On ecrit x^, = (x m;n ) avec x m ^ n £ X n pour tout n > 0. En particular, par definition 
de a, on a a(x^) = (s n (x m ,n)) n > l et a(x) = (s n (x n )) n > i. 

Pour no assez grand on a ^ ~2 n > no ^ < § et alors 


e-/ 1 -—-\ X -- ' dist n (s n +\ {Xm ,n+l), ^n+1 (-^n+l)) 


n =0 
+00 


+ £ 


distn (^n+1 m,n+ 1 ) > *n+l i'J'n+ 1 )) 

2 n diam(X n ) 


n=n 0 

^ ^ ^ dist n [s n -\-\ (3Jm,n+l) > ^n +1 (^-n+l)) ^ £ 


n=0 


2 n diam(X n 


Conime on a (x^,) qui converge vers x quand m —> + 00 , la suite (x m)H ) m converge vers 
x n quand m —>• +00 pour dist n (pour tout n > 0). Les applications s n sont holomorphes 
done (s n (x m>n )) m converge vers s n (x n ) quand m tend vers l’infini pour la metrique dist n -1 
pour tout n > 1. 

En particulier, distn ^ Sn+1 2 ^diam{ \’^ +1 ^ Xn+1 — converge vers 0 quand m —» +00 car 

il n’y a qu’un nombre fini de termes dans la somme : cette quantite est done plus petite 
que | pour m assez grand et la proposition 1 est demontree. 
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2.3 Croissance de ( ht op (F n )) n 


Rappelons tout d’abord la definition de ( ht op (F n )) n (voir par exemple [9]). 
Notons pour cela 


Q n = X n \ U meN F~ m (I(F n )) 

ou I{F n ) est l’ensemble d’indeternrination de F n . L’ensemble Q n est dense dans X n car 
F n est dominante et il est invariant par F n . Alors, on a 

htop(F n ) = limlimsup — lognrax(^G , G ensemble (m, e)-separe dans pour F n ). 

e—>0 m—H-oo m 

Montrons que la suite ( ht op (F n )) n est croissante. On fixe n > 1. 

Soit 7 > 0. Pour e assez petit, on a 

lirnsup — logmax^G, G ens. (m, e)-separe dans pour F n _i) > ht op {F n _ i) — 7 . 

m—>-+oo TTl 

Soit mo G N. On peut t.rouver m > mo et {xi, • • • , x^v} an ensemble (m, e)-separe dans 
fl n _ 1 pour F n -1 avec N > e ( h to P (F n -i)~2y)m. 

Si on fixe une forme volume sur X n _i, on voit que l’ensemble n n (\J m ^F~ rn (I(F n ))) est 
de volume nul car F n est dominante et n n holomorphe. II en est de menre du complemen- 
taire de En particulier, quit.te a bouger un peu les x*, on peut produire des points 

x \, • • • ,x' N qui sont (m, |)-separes pour F n _ 1 et dans f2„_i \vr n (U m ^F~ m (I(F n ))). En 
effet, conune les points Xj sont dans les iterees de F n _\ sont continues en ces points 

la. 

L’application 7 r n est surjective, on peut done t.rouver y 1 , • • • , yN dans X n avec 7 r n (r/j) = 
x\ pour i = 1, • • • ,N. Par construction les yi sont dans Q n . 

Montrons maintenant que les points yi sont ( m , |)-separes pour F n . 

Si i 7 ^ j avec 1 < i, j < N, les points x\ et x'- sont (m, |)-separes pour F n _ 1 . II existe 
done 0 < l < m — 1 avec dist n -i(F^_ 1 (x' i ), F/ l _ 1 (x' )) > Par l’hypothese faite sur les 
distances, on a 


dist n {F l n ( yi ),F l n { yj )) > dist n -\(TT n (F l n (y.j)), n n (F l n (yj))). 

Par definition, on a 7r n o F. \ = F l n _ x o 717 en dehors d’un sous-ensemble a.nalytique de 
X n . Comrne yi est dans Q n , on a F^ continue en yi et puisque x\ = ir n (yi) est dans 
on a F^_ } continue en ir n (yi). On a done 7 T n {F l n (yi)) = F^_ 1 ( 7 T n (yi)). II en est de menre 
pour ijj. En combinant cela avec l’inegalite ci-dessus, on obtient 

dist n (F l n (yi),F l n ( yj )) > dist n _i(i^_ 1 (x-),i^_ 1 (x'-)) > |- 
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On a done montre que pour tout mo, il existe m > mo et un ensemble G de Q n qui est 
(m, |)-separe pour F n avec j^G > e ( ht °p( F n- i)~ 2 7 )«\ 

En particulier, 

lirnsup — logmax(fG, G ensemble (m, -)-separe dans pour F n ) > ht op (F n - 1 ) — 2q. 

m-H-oo m 2 

En faisant tendre e puis 7 vers 0, on obtient ht op (F n ) > ht op {F n - 1 ). C’est ce que Ton 
voulait, demontrer. 

2.4 Demonstration de l’egalite h top (cr ) = sup n>0 h top (F n ) 

Nous conunengons par montrer que pour tout n > 0 on a hf op {(j) > ht op (F n ) puis que 
ht op (c ) — sup ra >Q ht op (F n '). 

2.4.1 Preuve de h top ((T) > h top (F n ) 

Soit 7 > 0. Pour e assez petit, on a 

lirnsup — log max (#G, G ensemble (to, e)-separe dans pour E„) > ht op {F n ) — 7 . 
m—H-00 

Soit ?no G N. On peut t.rouver m > mo et {xi, • • • , xjy} un ensemble (to, e)-separe dans 
pour F n avec iV > e ( h t°p( F n)~ 2 'Y)m_ 

Les applications 717 sont surjectives, il existe done x] £ X^ avec 
Xi = (--- ,Xi,TT n (Xi), ■ ■ ■ , 7T1 (* (7T n (Xj)))) 

pour i = 1, • • • ,N. 

Montrons que les points ag sont ^m, 2 n diam(\ ) )-Spares dans pour a. 

Soit 1 < i, j < N avec i 7 ^ j. On a l’existence de 0 < l < m — 1 avec 


dist n (F l n {xi),F l n (xj )) > e. 


Maintenant, 


+OO 

5{a l {xi),a\xj )) = ^ 


p=0 


distp((a l (xj)) p , ( a l {xj )) p ) 
2 'Pdiam(X p ) 


ou cr\xi) = (■■■, (a l (xi)) p , • • • , (a l (xi)) 0 ). 

Calculons (<T l (xi)) p . 

Notons £ = (■■■ , xgp, • • • , xgo) (avec xg n = x^). On a 
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&{%i) — (* * * 5 ^p+1 (*Ei,p+l)? ? 

et en recommengant l fois 

^(^i) = (•••, s p+ 1 o • • • o s p+i (x i)P+ z), • • • , Si o • • • o Si(x i: i)). 

Ainsi (o- i (x i ))p = s p+1 o • • • o s p+ i(x pp+ i) pour p > 0. Mais 

Lemme 5. Pour tout l > 1 et p > 0, on a F p o n p +i o • • • o 7T p+ / = s p +i o • • • o s p _|_;. 

Demonstration. Rappelons que lorsque h : X —>• 1" et g : 1" —>• Z sont des applications 
meromorphes dominantes entre varietes complexes compactes, la composee goh est definie 
par son graphe dans X x Z obtenu en prenant l’adherence dans Ix2de l’ensemble des 
points {(x, g(h(x))) , x (/ 1(h) , h(x) (j 1(g)}- Par ailleurs deux applications meromorphes 
dominantes sont egales si elles ont merne graphe, ou ce qui revient au merne, si elles 
coincident sur un ouvert, ou elles sont toutes les deux holomorphes. 

Fixons p > 0 et faisons une recurrence sur l > 1. 

Pour l = 1 on a F p o 7r p +i = s p _|_i grace au diagramme que l’on a suppose dans 
l’introduction. 

Supposons la propriety vraie au rang l. L’ensemble 

£ = {x € X p+i , Fg o n p+ i o • • • o 7 T p+ i(x) £ I(F p ) pour q = 0, • • • ,1} 

est le complementaire d’un sous-ensemble analytique de X p+ i car F p et les n m sont 
dominantes. 

Si x € ir~h +1 (£), on a 

F p +1 ° 7Tp+1 ° ''' ° n p+ i +1 (x) = F p o s p+1 o • • • o Sp+ i o tt p+ i +1 (x ) 

par hypothese de recurrence. 

Maintenant soit 


F = {x € X p+i+ 1 , s p+q o ■■■ s p+i o n p+ i +1 (x) £ I(F p+q _i) pour q = 1 , • • • ,1 + 1}. 

F est le complement aire d’un sous-ensemble analytique de X p+ i + \ et par le diagramme, 
si x £ F on a 


F p O Sp_|_i O • • • O S p +l O 7Tp_|_;_|_i (x) — Sp+1 O Fp- |_i O S p -\-2 O • • • O S p -\-l O 7Tp_)_;_|_i(x) — 

= Vh o ■■■ o s p+ i o F p+ i o ir p+l+1 (x ) 

= Sp+i o • • • o s p+ i o s p+ i +1 (x). 


Pour x € 7T p+ \ +1 (£) 


PI F on a bien 
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Fp +1 o 7T p+ l O • • • O 7T p+ / + i(x) = Sp+l O • • • O S p+ l O S p+ l + l(x ) 
ce qui demontre le lemme. 

□ 

Comme le point 7r n+ i o • • • o ir n+ i(xi jn+ i) = x l)U = ij £ (la ou les sont holo- 
morphes), en appliquant le lemme precedent pour p = n, on obtient 

((T l {xi)) n = F l n o n n+ i o • • • o 7r n+/ (x iin+i ) = F l n (xi). 

De merne (a l (xj)) n = F^Xj). Finalement, 


8(a l (xi),a l (xj)) 


+OO 

E 


p =o 


dist p ((a l {xi )) p , (a l {xj)) p ) 
2 Pdiam,(X p ) 


dist n ((a l (xj)) n , {a l (xj)) n ) 

2 n diam(X n ) 

dist n ( F^(xj), F l n (xj)) > e 

2 n diam(X n ) ~ 2 n diam(X n ) 


Les points Xi sont done bien 2 n diam(x ) J -separes. 
Ainsi, 


limsup — logmax(#G, G ensemble (m, --- Vsepare dans X <*, pour a) 

oo m 2 n diam\X n ) 

> hto P (F n ) - 27 . 

En faisant tendre e puis 7 vers 0, on obtient 


hiop (f) — hto P {F n ) 

pour tout n > 0 . 

2.4.2 Fin de la preuve de /i top (< 7 ) = sup n>0 ht op {F n ) 

Soit 7 > 0. Pour e assez petit, on a 

lim sup — log max(#G, G ensemble (m, e)-separe dans Xoo pour a) > htop(&) — 7 . 

m—>-+oo TTl 

Soit no G N tel que Yhn>n 0 < f- On fixe m > 1 et on considere x~\, ■ ■ ■ ,xn un 
ensemble maximal (m, e)-separe dans X^ pour l’application a et la metrique 5. 
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Notons 


^ — U g >o -^m+no (-^(-^m+no)) U 7r m +no(Ug>0-^ 1 TO 4- no _i(-^(-^rn+no —l)))U 
• • • U (7Ti O ■ ■ ■ o 7r m+no ) _1 (U g >oF 0 _9 (/(Fo))). 

Chaque x t s’ecrit xj = (• • • , Xj jP , • • • , x^o). 

Si on met une forme volume sur X m+no , on a que X est de mesure nulle (car les F p et 
les tt p sont dominantes). En particulier, on peut trouver x\ m+no £ X m+no \ I suffisamment 
proche de Xi t m+n 0 pour que 


distq— 1 (Sq O • • • O Sp O 7Tp_|_i O • • • O 7T m -|_ n g (iCi,m+n o )> 7Tp+1 O • • • O 7r m _|_ n g )) <C 

pour tout p = 0, ■ ■ ■ ,m + no et q = 1, ■ ■ • ,p + 1. En effet toutes les applications 
s q o ■ ■ ■ o s p o 7T p +i o • • • o 7r m _|_ no sont holomorphes done continues. 

Comrne les ir q sont surjectives on peut completer x\ m+nQ pour obtenir un point x/ € 

^OO 


(' i •t'i,m+noXm+no{%i t m+no)i ' ' ' ,7Tl ° ° ^m+no^i^+no))' 

Par construction, si on ecrit x/ = (•••, x\ , • • • , x\ 0 ), on a 


<„ 6n„ = I„\U meN F- m (/(F n )) 
pour n = 0, • • • , m + no- 

Montrons que les points x\ ng , • • • ,x' Nno sont (m, |)-separes pour F no . 
Soit 1 < i,j < JV avec i 7 ^ j. II existe 1 < l < m — 1 avec 


e < V(«). o-'K)) = £ d ± at M a '(m r , iA£j))p) 


< 


p =0 2 p diam(X p ) 

1 distp((a l (xi)) p ,(a l (xj))p) e 


E 

p=0 


2 Pdiam(X p 


+ 


< y^ dist. p ((cr l (xi))p , (q- f (x/)) p ) 'y^ 1 dist p ((a l (xi )) p , (cr*(£}'))?) 

— 2.*/ 2Pdiam(X p 1 2^ 


p=0 


P 1 / ( py 

p =0 


2 Pdiam(X p 


p =0 


dist p ((a l (xj'))p, (a l (xj)) p ) | e 


2 Pdiam(X p ) 

Mais par le calcul fait juste avant le lemrne 5 on a 


+ 4‘ 
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((T (xj))p — Sp+1 O • • • O Sp-f-l^X^p-f-l) — Sp+1 O • • • O Sp-f-l O 7Tp_|_;_|_i O • • • O TT m +no(xipn- l-ri-o) 

pour p > 0 (et de merne pour x/, Xj et x/). 

En particulier, 


y^ 1 distp((a l (xi)) p , (a l {xi')) p ) 
p =o 


2 'Pdiam(X p 


distp{s p+ 1 o • • • o s p+ i(x ijP+ i), s p+ i o • • • o s p+ i(x' ip+l )) 
2 Pdiam(Xp) 


< 


WO —1 /o 

y__<£ 

y; 2 Pdiam{Xp) 4 


(pour la derniere inegalite, on utilise que diam(X p ) > diam(X q) grace a l’hypothese 
sur les distances et on peut supposer que le diametre de Xq vaut au rnoins 1). 

II en est de merne en remplagant i par j. 

Ainsi 


e < 5{a\xi),a l (xj)) < 


no —1 

E 


p =o 


dist p ((a l {xi))p , (<J l (x/)) p ) 
c 2Pdiam{X p ) 



En utilisant le lemrne 5, on a 


(Xi)) p = -Sp+i o • • • o S p + i(x' ip+l ) =F l p o 7T p+ i o • • • o 7 T p+ i(x' ip+l ) = F l p {x' ip ) 

pour p = 0, • • • ,no — 1 et l = 0, • • • ,m — 1 car x' in £ Q n pour n = 0, • • • ,m + no, ce 
qui implique que 


e ^ dist p {F^ p ),Fl{x' jtP )) 
4 “ pj 2 p diam(X p ) 


Maintenant, pour p = 1, • • • , no, on a 


dist p {F p {x' ip ), > di.stp_i(7r p (^(x' iP )), 7r p (F^(x'- p ))) 

= distp-iiF^TTpix'ip)), Fj t _ 1 (ir p (x , jtP ))) 

dist p —i(F p _i(xi p _i), F p _i(xj p _i)) 

toujours parce que les x'- n sont, dans O n pour n = 0, • • • , m + no et i = 1, ■ ■ ■ ,7V. 
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En iterant cette inegalite, on obtient ainsi 


e < y- distno {Fno ( X i,no)’ F no ( x j, no )) 
4 ~~ “ 2 Pdiam(Xp) 


< 2 dist no {F l no (x [ no ), F l nn «„„)). 


no \ J,no J 


On a bien montre que les points x' inQ sont (rn, |)-separes pour F no . 
Conune cette propriety est vraie pour tout rn > 1. on a 


limsup — log max(^G', G ensemble (m, —)-separe dans X n „ pour -F n „) 
m^+oo m 8 

> limsup — logmax(#G, G ensemble (rn, e)-separe dans pour a) > ht op ((j) — 7 . 
m—>•+00 TYl 

Par ailleurs, conune 


htop(F n 0 ) > limsup — logmax(#G, G ensemble (m, -)-separe dans X no pour F no ), 
m—t+oo m 8 


on a h top (F no ) > h top (a) - 7 et ainsi 


sup htop(F n ) > htop(cr) - 7 . 
n>0 

Cela termine la demonstration du theoreme. 


3 Un exemple de calcul de l’entropie h t 0 p{<j) 

Considerons un exemple du a V. Guedj (voir l’exemple 1.4 dans [9]). II s’agit de l’ap- 
plication meromorphe / : P 2 (C) —> P 2 (C) definie par 

f([z : w : i]) = [ z 2 : wt + t 2 : t 2 ]. 

L’ensemble d’indetermination est I = [0 : 1 : 0], les degres dynamiques d± et cfo sont 
egaux a 2 et h top (f ) = 0 (voir [9]). 

Maintenant, on fait un eclatement de P 2 (C) en /. On note P 2 (C) la surface complexe 
compacte ainsi obtenue et e\ : P 2 (C) —> P 2 (C) l’eclatement. 

P 2 (C) est obtenue en recollant P 2 (C) \ {/} avec 

T = {((z,t), [a:P])€Ux P^C) , z& = to} 

via ((z,t),[a : ft]) — > [z : 1 : t], ou U est un petit voisinage de (0,0) G C 2 (voir [7] 
p.182). Ici on a pris la carte (w = 1 ) dans P 2 (C). 
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L’application / o e\ est holomorphe en dehors de e^f 1 (/). Montrons qu’elle est rnero- 
morphe sur le diviseur exceptionnel et cherchons son point d’indetermination. 

Pour cela on ecrit, tout d’abord e\ en coordonnees : on se place sur la carte (w = 1) de 
P 2 (C) et (a = 1) de P 2 (C) et on a e\ (z,(3) = (z,z/3) d’ou 

/ o ei(z,P) = [z 2 : z/3 + (z/3 ) 2 : (z/3) 2 ] = [z : /3 + z/3 2 : z/3 2 ] 

qui est encore meromorphe en (0,0). 

Dans l’autre carte (/3 = 1) de P 2 (C) on a e±(t,a) = (ta,t ) d’ou 

/ o e\ (t , a) = [(ta) 2 : t + t 2 : t 2 } = [toi 2 : 1 + t : t] 

qui est holomorphe (car t est proche de 0). 

L’application f o e\\ P 2 (C) —> P 2 (C) est done meromorphe et son point d’indetermi¬ 
nation I est (0,0) dans la carte (a = 1). 

L’application e\ est bimeromorphe. On peut done considerer G = e\ v o / o e\ qui est 
bien definie en dehors d’un sous-ensemble analytic^ue de P 2 (C). En prenant l’adherence du 
graphe de G dans P 2 (C) x P 2 (C) on obtient ainsi une nouvelle application meromorphe 
G : P 2 (C) —> P 2 (C). Comrne / est dominante, G Test aussi. 

Notons disto la metrique de Fubini-Study de P 2 (C). Comrne a la fin du paragraphe 2.1, 
on peut munir P 2 (C) d’une metrique dist' qui definit toujours sa topologie avec dist'(x, y ) > 
dist 0 (e 1 (x),e 2 (y)). 

En notant Fq = /, Xq = P 2 (C), l’espace P 2 (C) n’est pas le X\ recherche car / o e\ est 
encore meromorphe en I. 

C’est pourquoi, nous eclatons maintenant P 2 (C) en ce point. Nous obtenons ainsi une 
nouvelle surface complexe compacte X\ et on note e 2 : X\ —)• P 2 (C) l’application eclate- 
ment. 

Montrons que / o e\ o e 2 est holomorphe. 

X\ est obtenue en recollant P 2 (C) \ I avec 

r' = {((z,/3), [u : u]) G V x P 1 (C) , zv = (3u} 

en utilisant ((z,j3), [u : u]) —> (z,/3) (ou V est un petit voisinage de (0,0) G C 2 ). 

L’application / o e\ o e 2 est holomorphe en dehors de e^ 1 (/). Pour les autres points 
ecrivons f o e\ o e 2 en coordonnees. 

Dans la carte (u = 1), on a e 2 (z,v) = (z,zv) d’ou 


/ o e\ o e 2 (z, v) = / o e\ (z, zv) = [z : zv + z(zv) 2 : z(zv) 2 ] = [1 : v + (zv) 2 : (zv) 2 ] 
qui est holomorphe et dans la carte (v = 1), on a e 2 (/3,u) = (/ 3u,/3 ) d’ou 
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/ o e\ o e 2 ((3, u) = / o e\ (/3u, /3) = [/ 3u : [3 + (3u(3 2 : f3u/3 2 } = [u : 1 + uf3 2 : u/3 2 ] 
qui est aussi holomorphe (quand u est proche de 0). 

En notant Fq = /, Xq = P 2 (C), i\\ = e± o et si = / o e\ o e 2 , on a done obtenu le 
diagramme 


X! 



avec 7Ti holomorphe, surjective avec ses fibres generiques reduites a un point et si 
holomorphe et surjective. 

L’application tti est bimeromorphe. On peut. done considerer F\ = o Fq o 7Ti qui 
est bien definie en dehors d’un sous-ensemble analytique de X\. En prenant l’adherence 
du graphe de F\ dans X\ x X\ on obtient ainsi une nouvelle application meromorphe 
F± : X\ —> X\. Comrne Fq est dominante, F\ Test aussi. On a bien obtenu le diagramme 


A'|. Fl » A', 



Comrne a la fin du paragraphe 2.1, on peut munir X\ d’une metrique dist\ qui verifie 


disti(x, y) > dist'(e 2 (x),e 2 (y)) > dist 0 (e i oe 2 (x),ei o e 2 (y)) = distofaix), wi(y)). 
Montrons maintenant 
Proposition 6. On a ht 0 p{F\ ) = log 2. 

Demonstration. Tout d’abord, par T.-C. Dinh et N. Sibony (voir [5] et [6]), on a d’unc part 
que les degres dynamiques sont des invariants bimeromorphes (en particulier les degres 
dynamiques de F\ sont egaux a ceux de Fq) et d’autre part que 

htop(Fi ) < max logdj(Ei) = log2. 

2—0,1,2 

Maintenant, la merne demonstration qu’au paragraphe 2.3 implique que ht 0 p(F \) > 
ht.o P (G). Pour montrer la proposition il suffit done de voir que htop{G ) > log 2. 

Dans la carte (/3 = 1) de P 2 (C) on a vu que 

Fq o ei(t, a ) = [(to) 2 : t + t 2 : t 2 } = [ ta 2 : 1 + t :t\. 
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On a done, pour t proche de 0, 


G(t, a) 


ta z 


1 + t’ 1 + t 
to 2 t 


1 + t’ 1 + t 


ta 2 t \ 
1+t 1+t / 



Si on considere la carte (j3 = 1) au but, cela s’ecrit G(t,a ) = 

Le diviseur exceptionnel F? a pour equation (t = 0) dans cette carte de P 2 (C). Si on 
considere le cercle |a| = 1 dans E, il est invariant par G et la dynamique dessus est 
a —> a 2 . Cela implique que ht op (G ) > log 2. 

□ 


Considerons une suite de diagramme comme dans l’introduction que l’on construit a 
partir de X\ et F\. On a vu que ht op (cr) = sup n ht op (F n ) ce qui implique que ht op (a) > 
htop(Fi) > log 2. Mais comme les degres dynamiques des F n sont egaux a ceux de Fq, par 
[5] et [6], on a sup n ht op {F n ) < log2 e’est-a-dire, 

Corollaire 7. On a ht op (<7) = log 2. 


4 Demonstration du principe variationnel 

Dans ce paragraphe, on suppose que les f~ m {I ) sont disjoints (pour m £ N). Fixons 
n £ N et considerons l’application F n : X n —> X n comme dans Tintroduction. Son 
ensemble d’indetermination sera encore note I(F n ). Dans un premier temps nous allons 
montrer le 

Lemme 8. Pour m £ N ; les ensembles ++ m (I(F n )) sont disjoints. 

Demonstration. Nous demontrons ce resultat par recurrence sur n. 

Pour n = 0, e’est l'hypothese car Fq = f. On suppose maintenant la propriety vraie au 

rang n — 1 avec n > 1. Si les F r j ln (I(F n )) ne sont pas disjoints, soit 

x € Fn™(I(F n )) O F~ q (I(F n )) 

avec q > m. Les entiers m et q sont choisis minimaux, e’est-a-dire que l’on prend le 

plus petit m > 0 tel que FX m {I{F n )) rencontre un autre Fn q (I(F n )), puis le plus petit q 
qui verifie cette propriete (on a done q > m). 

Soit r p n le graphe de F n dans X n x X n . Par recurrence, on voit que pour m > 1, 

x £ FX m (A) est equivalent a l’existence de points xq, ■ ■ ■ , x m avec (xi,Xi+ 1 ) £ Tf,, pour 
i = 0, • • • , m — 1 (nous appellerons chaine de F n une telle suite), xq = x et x m £ A. 
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Ici, on a x G F n m (I(F n )) D F n q (I(F n )). II existe done deux chaines xq, ■ ■ ■ , x rn et 
x' 0 , ■ ■ ■ , x' q avec x 0 = x' 0 = x, x m G I{F n ) et x' q G I(F n ). 

Comrne le m est minimal, les points xq, ■ ■ ■ , x m _\ ne sont pas dans I(F n ). Par ailleurs, 
si y G X n \ I(F n ), il existe un unique z G X n avec (y, z) € r^ n . De la, on en deduit que 

•7) — Xq, , x m — x m . 

En particulier, dans la chaine x' 0 , ■ ■ ■ ,x q , on a x’ m et x' q qui sont dans I(F n ). 

Remarquons que pour y,z G X n avec (y,z) G on a (7T n (y), n n (z)) G Pj7 n _ r En 
effet, le graphe Tf ti est l’adherence des points de la forme {(y, F n (y)) , y (j I(F n )}. On peut 
done trouver une suite (y p ) qui converge vers y avec y p ^ I{F n ) et (. F n (y p )) qui tend vers z 
quand p —>• +oo. Comme 7r“ 1 (/(i ? n _i)) est un sous-ensemble analytique de X n (car 7r n est 
dominante), quit.te a bouger un peu les y p , on peut supposer que ir n (y p ) (j I{F n _\). Ainsi, 
par continuity de 7r n , la suite (7T n (y p )) converge vers 7r n (y) et F n _i o ir n (y p ) = n n o F n (y p ) 
vers 7 T n (z) quand p —> +oo. Cela signifie bien que (n n (y), 7r n (z)) G r^ n _ 1 . 

En utilisant cette remarque, on obtient que ir n (x' 0 ),--- ,7r n (x q ) est une chaine pour 

F n —i- 

Maintenant, montrons le 

Fait : On a I(F n ) C 7 t~ 1 (F~^{I{F^))). 

Soit y G X n \ 7T“ 1 (F“j L 1 (/(F ri _i))). II y a deux possibility : 

- si 7 r n (y) G I(F n _i), alors s n (y) ^ /(F n _i) sinon comme n n (y),s n (y) est une chaine 
pour F n _ i, on aurait I{F n _\) 0 F~\(I(F n _i)) ^ 0 ce qui contredirait l’hypothese de 
recurrence. Ainsi s n (y) <£. /(F n _i) et alors 7T" 1 o s n est holomorphe en y car 

{x € X n _i , dim(7r“ 1 (x)) > 1} C J(F n _i). 

Cela implique que y ^ I(F n ). 

- si 7r n (y) ^ I{F n - 1 ), alors F n _i o7T n (y) est bien defini et ne se trouve pas dans J(F n _i). 
En particulier, 7T” 1 o F n _i o 7T n est holomorphe en y et done y £ I(F n ). 

En utilisant ce fait, on a que ir n (x' 0 ),-- m ,7r n (x' q ) forme une chaine pour F n -\ avec 
t Tn{x' m ) G i)) et TT n {x' q ) G Autrement dit, 

^(/(Fn-i)) n F~lt m -\l(F n _ i)) / 0. 

Cela contredit l’hypothese de recurrence et termine ainsi la preuve du lemrne. 

□ 


Passons maintenant a la demonstration du principe variationnel (le theoreme 3). 

Soit 7 > 0. Comme X <*, est un espace metrique compact et que a est continue, on 
peut appliquer le principe variationnel a ce systeme dynamique, e’est-a-dire qu’il existe 
une probability ergodique u, invariante par a, telle que 

hp{a) > hto P (cr) - 7. 
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Soit 


O = {x = (x n ) € Xoo , x n £ U m > 0 F n m (I{F n )) pour tout n £ N}. 

Montrons tout d’abord que 9(0) = 1. 

Si 9(O c ) > 0, il existe n, m £ N avec 

d({x = (x n ) € Xoo , x n € Fn m (I(F n ))}) > 0. 

On note B cet ensemble {x = (. x n ) £ Xoo , x n € FF' n {I{F n ))}. Par le theoreme de 
recurrence de Poincare, il existe l > 1 avec a~ l (B) PlB / 0. Soit x £ a~ l (B) D B. Si on 
ecrit x = (x n ), on a deja vu que 

e\x) = (•••, s p+ i o • • • o s p+ i(x p+ i), ■■■ , si o • • • o s t (xi)). 

On a done x n £ FF m (I(F n )) et (a l (x)) n = s n+ i o • • • o s n+ i{x n+ i) £ FF m {I{F n )). 

Mais 

Lemme 9. 


^"n+l O • • • O 7T n _(_; (x n _j_;), 7T n _|_i O 7T n _(_;_i O S n _|_; (x n _j_;), , Sn+1 0 ' ' ' ° Sn+/ (®n+i) 


est une chaine pour F n . 

Demonstration. Tout d’abord, pour tout y £ X p+ \ et tout p > 0, les points 7r p _|_i(y), s p _|_i(y) 
torment une chaine pour F p . 

En particular, 7r p+ i o s p+2 o • • • o s n+; (x n+ ;), s p+ i o s p+2 o • • • o s n+ i(x n+ i) est une chaine 
pour F p (pour tout p = n, • • • , n + l — 1). 

Ensuite, en utilisant la remarque faite dans la preuve du lemme precedent, on a 


^"n+l O • • • O 7T p _|_i O S p _|_2 O • • • O S n _)_; (x n _)_;), 7T n _|_i O 7T p O S p -)-l O S p _|_2 O • • • O S n _|_; (x n _)_j) 

qui forme une chaine pour pour tout p = n, - ■ ■ ,n + l — 1. Cela demontre le lemme. 

□ 

Conune 7r n +i o • • • o7r n +/(x n +;) = x n , on a done obtenu une chaine pour F n qui part de 

x n £ FF m (I{F n )) et qui va jusqu’a s n +i o • • • o s n +i(x n+ i ) £ FF m {I{F n )). Cela implique 
que 

FT”Wn)) n FF m ^\l{F n )) / 0 

et on obtient ainsi une contradiction. 

Nous avoirs done rnontre que 9(0) = 1. 
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Considerons maintenant p : — > Xo = X qui a x = (x n ) associe p(x) = xo- 

Tout d’abord, par definition de ft, on a p(ft) C ft = X \ U n >o f~ n (I). Ensuite, p est 
injective sur ft. On a merne une propriete un peu plus forte : en effet, soit p(x) = xq = p(x') 
avec x = (x n ) € ft et x' = (x' n ) un point quelconque de X^. Si x 7 / x', on considere l > 1 
le plus entier tel que xi ^ x\. Mais x;_i = 717 (x/) = 717 (x() n’est pas dans T(T}_ 1 ) car x € ft 
et par hypothese 


{x G A)_ 1 , dim( 7 r / X (x)) > 1} C /(T)_ 1 ). 

Autrement dit, 717 (x;) et 717 (xj) vivent la ou 71T 1 est holomorphe : on a done x; = x\, ce 
qui est une contradiction. 

Montrons que p est un homeomorphisme de ft sur son image. Tout d’abord, par defi¬ 
nition de 5, 


. dist 0 (x 0 ,Xq) dist Q (p(x),p(x')) 

S{X ’ X ) ^ diamiXo) = diam(X o) 

done p est continue (sur tout X^). Ensuite, soit xo G p{ft) et ( y n ) une suite de p(ft) 
qui converge vers Xo- Si la suite {p~ 1 (y n )) ne converge pas vers p _ 1 (xo), il existe e > 0 et 
une sous-suite (p^ 1 (y^( n ))) qui reste a distance au moins e de p - 1 (xo) pour la metrique 5. 
Comrne X^ est compact, on peut trouver une sous-suite {p~ l {y^( n ))) de [p~ l {yip( n ))) qui 
converge vers £ G X^. On a deja que (5(z,p _ 1 (xo)) > e. Ensuite, la continuity de p sur tout 
Xoo implique que (p{p~ 1 {y ip ( n )))) converge vers p(z ), autrement dit, p(z) = xq. Comme 
Xo G p(ft) la propriete plus forte que l’injectivite que l’on a montree donne que z = p _ 1 (xo). 
Cela contredit 5(z,p~ 1 (xo)) > e. L’application p est done un homeomorphisme de ft sur 
p(ft). Enfin, on a le diagramme commutatif 


ft - ft 

p p 

p(ft)-!-^p(ft) 


En effet, soit x = (x n ) G ft, on a <x(x) = (s n (x n )) n > 1 , d’ou p(cr(x)) = s i(xi). Le point 
xq = 7 Ti(xi) n’est pas dans /(To) = I car x G ft. On a done 


p(a(x)) = si(xi) = / o tti(xi) = /(x 0 ) = f op(a(x)). 

De la, on obtient que la rnesure v = p*(z?) est invariante par /, vit dans ft et son 
entropie est egale a celle de u. 

En particulier, 


sup {h^f) , p ergodique et p(I) = 0 } > h v (f) = hp(a) > h top (cr) - 7 . 
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Quand on a une probability invariante avec n(I) = 0 alors /j(Sd) = 1 par invariance. 
Comrne on a toujours sup{h fl (f) , /x ergodique et /x(S7) = 1} < ht op (f ) < ht op {cr) (voir [9] 
pour la premiere inegalite et le theoreme 2 pour la seconde), le principe variationnel est 
demontre. 
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